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¿QUÉ ES LA INGENIERÍA?¿QUÉ ES LA INGENIERÍA?¿QUÉ ES LA INGENIERÍA?¿QUÉ ES LA INGENIERÍA?

ArteArte profesionalprofesional queque consisteconsiste enen
aplicaraplicar lala cienciaciencia aa lala conversiónconversiónaplicaraplicar lala cienciaciencia aa lala conversiónconversión
óptimaóptima dede loslos recursosrecursos naturalesnaturales enenpp
usosusos parapara lala humanidadhumanidad..

(Enciclopedia(Enciclopedia BritannicaBritannica Compacta)Compacta)(Enciclopedia(Enciclopedia BritannicaBritannica Compacta)Compacta)
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HACER INGENIERÍA HACER INGENIERÍA 
SIGNIFICA:SIGNIFICA:

•• CONCEBIR sistemas o productos.CONCEBIR sistemas o productos.CONCEBIR sistemas o productos.CONCEBIR sistemas o productos.

•• DISEÑAR sistemas o productos.DISEÑAR sistemas o productos.

•• IMPLEMENTAR sistemas o productos.IMPLEMENTAR sistemas o productos.

•• OPERAR sistemas o productosOPERAR sistemas o productos•• OPERAR sistemas o productos.OPERAR sistemas o productos.
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SISTEMA: CONJUNTO DE PARTES Y SUSSISTEMA: CONJUNTO DE PARTES Y SUSSISTEMA: CONJUNTO DE PARTES Y SUS SISTEMA: CONJUNTO DE PARTES Y SUS 
INTER RELACIONES.INTER RELACIONES.

Teoría General de Sistemas, Ludwing von Bertalanffy, 1968.
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MODELO:MODELO:
ANÁLOGO CONCEPTUAL.ANÁLOGO CONCEPTUAL.
(Bertalanffy)

MODELO MATEMÁTICO:MODELO MATEMÁTICO:MODELO MATEMÁTICO:MODELO MATEMÁTICO:
ANÁLOGO CONCEPTUAL MATEMÁTICO.ANÁLOGO CONCEPTUAL MATEMÁTICO.

(Universidad de Stuttgart) 5EIP-1130



Curriculum MatemáticoCurriculum MatemáticoCurriculum MatemáticoCurriculum Matemático
Al b Al b Li lAl b Al b Li l•• Algebra, Algebra Lineal.Algebra, Algebra Lineal.

•• CálculoCálculoCálculo.Cálculo.
•• Ecuaciones Diferenciales.Ecuaciones Diferenciales.
•• Análisis Numérico.Análisis Numérico.
•• Estadística y ProbabilidadesEstadística y Probabilidades•• Estadística y Probabilidades.Estadística y Probabilidades.
•• Optimización.Optimización.pp
•• Investigación de Operaciones.Investigación de Operaciones.

M t áti Di tM t áti Di t•• Matemáticas Discretas.Matemáticas Discretas.
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MATEMÁTICAS APLICADASMATEMÁTICAS APLICADASMATEMÁTICAS APLICADASMATEMÁTICAS APLICADAS

MATEMÁTICASMATEMÁTICAS MUNDO REALMUNDO REALMATEMÁTICASMATEMÁTICAS
APLICADASAPLICADAS

ESTUDIO DE PROBLEMAS CIENTÍFICOS / INGENIERÍA UTILIZANDOESTUDIO DE PROBLEMAS CIENTÍFICOS / INGENIERÍA UTILIZANDO
MÉTODOS QUE SON DE INTERÉS MATEMÁTICOMÉTODOS QUE SON DE INTERÉS MATEMÁTICO
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INGENIERÍA MATEMÁTICAINGENIERÍA MATEMÁTICAINGENIERÍA MATEMÁTICAINGENIERÍA MATEMÁTICA

MATEMÁTICASMATEMÁTICAS INGENIERÍAINGENIERÍAINGENIERÍAINGENIERÍA
MATEMÁTICAMATEMÁTICA

Dar solución a problemas provenientes de los sectores productivos, de servicio o académicos, 
mediante la aplicación de métodos matemáticos, estadísticos, numéricos y computacionales.

(Depto. de Ing. Matemática, UCO) 
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National Academy of Sciences, USANational Academy of Sciences, USAy ,y ,

“Hi h T h l“Hi h T h l“High Technology “High Technology 
isisis is 

Mathematic Technology”Mathematic Technology”
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PROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓN

DATOS
SIMULADOS

DATOSDATOS
EXPERIMENTALESEXPERIMENTALES ?

SIMULADOS

REALIDAD
VIRTUALEXPERIMENTO

ENTIDADENTIDADENTIDAD ENTIDAD 
MEDIBLEMEDIBLE

MODELO
MATEMÁTICO SIMULADOR
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PROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓNPROCESO DE MODELACIÓN
SIMULADORSIMULADOR

* ANALÍTICA
* NUMÉRICA

OBTENER SOLUCIÓN * CUALITATIVA

MODELO MATEMÁTICO
* LINEAL / NO LINEAL
* DETERMINÍSTICO
* ESTOCÁSTICO

MODELO CONCEPTUAL

 ESTOCÁSTICO
* CONTINUO / DISCRETO

Í

ENTIDAD MEDIBLE

* FÍSICA
* QUÍMICA
* BIOLOGÍA
* CIENCIAS DE LA INGENTIDAD MEDIBLE * CIENCIAS DE LA ING.
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CONSTRUIR UN CONSTRUIR UN 
MODELO MATEMÁTICOMODELO MATEMÁTICO

x=(x x ) Yx=(x1,…,xN) Y

CONSTRUIR f tal que Y=f(x)CONSTRUIR f tal que Y=f(x)CONSTRUIR   f   tal que   Y=f(x)CONSTRUIR   f   tal que   Y=f(x)
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EJEMPLO 1: RELACIÓN FUNCIONAL.EJEMPLO 1: RELACIÓN FUNCIONAL.

Y=HfX=(S,n,B,Q)

SS1/21/2 (B*H)(B*H)5/35/3 = n*Q*(B+2*H)= n*Q*(B+2*H)2/32/3SS1/21/2 (B*H)(B*H)5/35/3 = n*Q*(B+2*H)= n*Q*(B+2*H)2/32/3

S: PendienteS: Pendiente
n: Coef. De Rugosidad de Manningn: Coef. De Rugosidad de Manning
B: AnchoB: Ancho
H: AlturaH: Altura
Q: Razón de FlujoQ: Razón de Flujo
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EJEMPLO 2: ECUACIÓN DIFERENCIAL.EJEMPLO 2: ECUACIÓN DIFERENCIAL.

p p : Vector de Parámetros
xo: Condición Inicial.

x’(t)=f(t,x)
0≤t≤Tx(0)=xo x

Ley de Enfriamiento de NewtonFísica, Química, Biología,… y

T’(t)=-k(T-Ta),k>0
Algebra Lineal
Cálculo
Mét d N é i T(0)=ToMétodos Numéricos
Teoría Cualitativa 14EIP-1130



EJEMPLO 3: REGRESIÓN LINEAL.EJEMPLO 3: REGRESIÓN LINEAL.

DATOSDATOS
{(x{(xii,y,yii) ; i=1,…,n}) ; i=1,…,n}

+b++b+xx y=mx+b+ey=mx+b+eF(x)=mx+bF(x)=mx+b
e e ~ N ( 0 , ~ N ( 0 , σσ 2 2 ))

ANÁLISIS DE VARIANZAANÁLISIS DE VARIANZA INFERENCIAINFERENCIAANÁLISIS DE VARIANZAANÁLISIS DE VARIANZA
Explicar la VariabilidadExplicar la Variabilidad

INFERENCIAINFERENCIA
MuestraMuestra→→PoblaciónPoblación15EIP-1130



EJEMPLO 4: OPTIMIZACIÓN.EJEMPLO 4: OPTIMIZACIÓN.

x=(xx=(x11,x,x22,…,x,…,xnn)) yyy=f(x)y=f(x)
xxєєRFRF

Maximizar y = f(xMaximizar y = f(x11, x, x22,…,x,…,xnn))
s as as.a.s.a.

(x(x11, x, x22,…,x,…,xnn) ) єє RFRF
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MODELOS LINEALESMODELOS LINEALESMODELOS LINEALESMODELOS LINEALES

• Ecuación de la Recta: y=mx+b.
• Sistema de Ecuaciones Lineales: Ax=bSistema de Ecuaciones Lineales: Ax b.
• EDO Lineal (sólo una estructura):

O ( ) ( ) ( ) ( )– Orden 1: y’(x)=m(x)y(x)+b(x).
– Orden 2: y’’(x)=a(x)+b(x)y(x)+c(x)y’(x).

EDO N Li l ( )• EDO No Lineal (infinitas posibilidades):
– Orden 1: y’=my2+b, yy’=1, etc…

O d 2 ’’( ) ( ) b( ) 2( ) ( )( ’( ))1/3 t– Orden 2: y’’(x)=a(x)+b(x)y2(x)+c(x)(y’(x))1/3 , etc…

17EIP-1130



EDO LINEAL DE ORDEN 1EDO LINEAL DE ORDEN 1EDO LINEAL DE ORDEN 1EDO LINEAL DE ORDEN 1
)()( xQyxP

dx
dy =+

..............................
)( 00 yxy =

∫ [ ]
:obtenidasolución  La

bti
 originalecuación  la ndoMultiplica .' que

cumplesecualelpara,))(exp()( Sea

I
PII

dxxPxI

⋅=

= ∫ [ ]

posibleesqueencasoslosmenteLamentable
Exacta. o  denomina se

)( 1

 AnalíticaSolución
∫ +⋅= − cQdxIIxy

'usando/......)('
/...'

:obtiene se por 

IPIIQyIPIy
IQPyy

I

==+
⋅=+

oafrecuencia
con recurre serazón  estaPor  os.restringid

 bastanteson  ExactaSolución  unaobtener 
posibleesqueen casoslosmente,Lamentable

NuméricasSoluciones

integrando/.....)'(
''

)(

IQIy
IQyIIy

Qyy

=
=+

∫

s.Aproximada
oafrecuencia NuméricasSoluciones

].)()()[()(

,)()()()(
1 cdxxQxIxIxy

ccdxxQxIxyxI

+=

ℜ∈+=

∫
∫

−

.)( inicialcondición  la aplica
se n integració de constante la determinar Para

00 yxy
c

= 18EIP-1130



FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO 
LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1

Caso 1: Crecimiento ExponencialCaso 1: Crecimiento Exponencial

• LEY: la tasa de (de) crecimiento es
directamente proporcional al tamaño de ladirectamente proporcional al tamaño de la
población.

Á• MODELO MATEMÁTICO: 
– P’=k*P, P(0)=Po.P k P, P(0) Po.

• SOLUCIÓN ANALÍTICA: 
– P(t)=Po*exp(kt).

19EIP-1130



……contcont…Caso 1: Crecimiento Exponencial……Caso 1: Crecimiento Exponencial…

• Ejemplo 1. La población de un puebloj p p p
crece a una tasa proporcional a la
población presente en el tiempo t Lapoblación presente en el tiempo t. La
población inicial de 500 personas se
incrementa 15% en diez años ¿Cuál seráincrementa 15% en diez años. ¿Cuál será
la población en 30 años?. ¿Qué tan rápido
está creciendo la población en t=30?.

20EIP-1130



FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO 
LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1

Caso 2: Ley de Enfriamiento de NewtonCaso 2: Ley de Enfriamiento de Newton

• LEY: la rapidez con que cambia la temperatura
de un cuerpo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y la temperatura
ambiente.

• MODELO MATEMÁTICO: 
– T’(t)=k(T(t)-Tm), T(0)=T0 , k<0.( ) ( ( ) m) ( ) 0
– Enfriamiento: Tm<T(t)≤T0.
– Calentamiento: T0 ≤T(t)≤Tm.

• SOLUCIÓN ANALÍTICA: 
– T(t)=Tm+(T0-Tm)exp(kt);t≥0.
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……contcont…Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton……Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton…

• Ejemplo 1. Se toma un termómetro de
h bi ió d d luna habitación donde la temperatura es

de 70°F y se lleva al exterior donde lay
temperatura del aire es de 10°F. Después
de medio minuto el termómetro marcade medio minuto el termómetro marca
50°F. ¿Cuál es la lectura del termómetro
en t=1 minuto? ¿Cuánto tarda elen t=1 minuto?, ¿Cuánto tarda el
termómetro en alcanzar 15°F?.
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……contcont…Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton……Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton…

• Ejemplo 2. Dos recipientes grandes A y B del mismo
tamaño se llenan con diferentes líquidos Los líquidos detamaño se llenan con diferentes líquidos. Los líquidos de
los recipientes A y B se mantienen a 0°C y 100°C,
respectivamente. Una barra metálica, cuya temperaturap y p
inicial es de 100°C, se sumerge en el recipiente A.
Después de un minuto la temperatura de la barra es de
90°C T id d i t ti l b90°C. Transcurridos dos minutos se retira la barra y se
transfiere de inmediato al otro recipiente. Después de
permanecer un minuto en el recipiente B la temperaturapermanecer un minuto en el recipiente B la temperatura
de la barra aumenta 10°C. ¿Cuánto tiempo, desde el
inicio del proceso, tarda la barra en llegar a 99,9°C?.
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PRACTICA ADICIONAL. SOLUCIÓN ANALÍTICA PRACTICA ADICIONAL. SOLUCIÓN ANALÍTICA 
DE EDO LINEALES DE ORDEN 1.DE EDO LINEALES DE ORDEN 1.

:1orden  de lineales EDO siguientes las Resuelva
tPtPPeyy x 242'' 3 −+=+=+ −

rrxxyy
485')2(1'

cossec'12'
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EtRitLixxyxy
xyyyxxxyyx

)()('4'
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FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO FENÓMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO 
LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1LINEAL DE ORDEN 1

Caso 3: Fechado con CarbonoCaso 3: Fechado con Carbono

• Vida Media: la Vida Media de una sustancia
radiactiva se define como el tiempo que tarda en
desintegrarse, o transmutar en átomos de otro
elemento, la mitad de una cantidad inicial.

• Ejemplo: La vida media del radio altamente
radiactivo Ra-226 es aprox. 1700 años, esto es,
en este tiempo la mitad de una cierta cantidad
inicial transmuta en radón.

• Problema: modelar la cantidad de sustancia
radiactiva que aún no se ha desintegrado.radiactiva que aún no se ha desintegrado.

3/ABRIL/2012 25EIP-1130



……contcont…Caso 3…Modelo Matemático……Caso 3…Modelo Matemático…

• Sea A(t) la cantidad de material que no se 
ha desintegrado.g

• Sea A(0) la cantidad inicial de material.
L l t d d i t ió• Ley: la tasa de desintegración es 
proporcional a la cantidad presente sin 
desintegrar.

• Modelo Matemático: A’=kA A(0)=A• Modelo Matemático: A =kA, A(0)=A0.
• Solución Analítica: A(t)=A(0)*exp(kt). 
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Ejemplo 1: Fechado con CEjemplo 1: Fechado con C--14.14.j pj p

• Se encuentra que un hueso fosilizado
contiene una milésima de la concentración
C-14 que se encuentra en la materia viva.
Estime la edad del fósil Recuerde que laEstime la edad del fósil. Recuerde que la
Edad Media del C-14 radiactivo es igual a
5600 años aprox5600 años aprox.

• Idea:
(1/2)A(0)=A(5600), y A(t)=(1/1000)A(0).
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Complemento: Reducción de Orden (1)Complemento: Reducción de Orden (1)
(Solución Analítica)(Solución Analítica)(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Una esfera con radio 1m tiene una Tº deU a es e a co ad o e e u a de
15ºC. Está dentro de una esfera
concéntrica con radio 2m y Tº: 25ºC La Tºconcéntrica con radio 2m y T : 25 C. La T
a una distancia r: T(r), desde el centro

ú d l f ti f lcomún de las esferas satisface la
ecuación diferencial: T’’+(2/r)T’=0.
Resuélvala a fin de hallar una expresión
para: T(r), entre las esferas. Ayuda: hagap ( ), y g
el cambio de variables S(r)=T’(r).
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Complemento: Reducción de Orden (2)Complemento: Reducción de Orden (2)
(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Bernoulli (No Lineal)

(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Bernoulli (No Lineal).
– y’+P(x)y=f(x)yn, n: número real 

arbitrario.
– El cambio de variable: u=y1-n reduce laEl cambio de variable: u y , reduce la 

ec. de Bernoulli a una lineal. n≠0,1.
R l ’ 2 2– Resuelva: xy’+y=x2y2.
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Complemento: Reducción de Orden (3)Complemento: Reducción de Orden (3)
(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Riccatti (No Lineal)

(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Riccatti (No Lineal).
– y’=P(x)+Q(x)y+R(x)y2.
– Se conoce una solución: w=w(x).

El cambio de variable: y=w+u reduce la– El cambio de variable: y=w+u, reduce la 
ec. de Riccatti a una de Bernoulli con 

2n=2.
– Resuelva: y’=-(4/x2)-(1/x)y+y2, conResuelva: y (4/x ) (1/x)y y , con 

w(x)=2/x. 
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Complemento: Reducción de Orden (4)Complemento: Reducción de Orden (4)
(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Riccatti (No Lineal)

(Solución Analítica)(Solución Analítica)

• Ecuación de Riccatti (No Lineal).
– y’=P(x)+Q(x)y+R(x)y2.
– Se conoce una solución: w=w(x).

El cambio de variable: y=w+1/u reduce– El cambio de variable: y=w+1/u, reduce
la ec. de Riccatti a una ecuación de

i dprimer orden.
– Resuelva: y’=-(4/x2)-(1/x)y+y2, conResuelva: y (4/x ) (1/x)y y , con

w(x)=2/x.
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Ejercicios Adicionales (1)Ejercicios Adicionales (1)j ( )j ( )
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Ejercicios Adicionales (2)Ejercicios Adicionales (2)j ( )j ( )
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MODELOS NO LINEALESMODELOS NO LINEALESMODELOS NO LINEALESMODELOS NO LINEALES
DE ORDEN 1DE ORDEN 1

1) Modelo Logístico1) Modelo Logístico.
2) La Clepsidra o Reloj de Agua.

EIP-1130 34



MODELO DE CRECIMIENTO POBLACIONAL: MODELO DE CRECIMIENTO POBLACIONAL: 
LA ECUACIÓN LOGÍSTICALA ECUACIÓN LOGÍSTICA

• Si los recursos son limitados la velocidad
de crecimiento relativa al tamaño de la
población podría ser decreciente.

• Si se considera la forma más simple de• Si se considera la forma más simple de
decrecimiento, esto es, una forma lineal,

íse obtiene el modelo logístico de
crecimiento poblacional, esto es,p

EIP-1130 35



CURVA  LOGÍSTICACURVA  LOGÍSTICA

MOTIVACIÓN LOGÍSTICA ECUACIÓN
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CRECIMIENTO CRECIMIENTO 
NATURAL V/S LOGÍSTICONATURAL V/S LOGÍSTICO

• En la década de 1930 el biólogo G.F.Gause realizó un
experimento con el protozoario Paramecium. En la tabla
se da la cuenta diaria de la población de protozoariosse da la cuenta diaria de la población de protozoarios.
Estimó la rapidez de crecimiento inicial como k=0.7944 y
la capacidad de soporte como K=64.p p

• Encuentre los modelos exponencial y logístico para los
datos de Gause. Compare los valores predichos con los
valores observados. Comente. Note que P(0)=2.

• Georgii Frantsevich Gause (Russian: December 27, 1910–May 4, 1986), was 
a Russian biologist who proposed the competitive exclusion principle, fundamental to the science 
of ecology. He would devote most of his later life to the research of antibiotics (Wikipedia).
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DATOS EXPERIMENTALESDATOS EXPERIMENTALES
((GauseGause, 1930), 1930)

t [dí ] P [ i t l] t [dí ] P [ i t l]t [días] P [experimental] t [días] P [experimental]
0 2 9 76
1 3 10 691 3 10 69
2 22 11 51
3 16 12 57
4 39 13 70
5 52 14 53
6 54 15 59
7 47 16 57
8 508 50
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EJECUTE LAS SIGUIENTES ACTIVIDADES:EJECUTE LAS SIGUIENTES ACTIVIDADES:

oCrecimient de Curva la que Verifique 1)

.0,2)(
:por dada está lExponencia o Natural

7944.0 ≥= tetP t

:por dada está Logístico
oCrecimient de Curva la que Verifique 2)

0,
311

64)( 7944.0 ≥
+

= − t
e

tP t

Curva lay  Natural, Curva la ales,experiment
datos los:tv/sPplanomismoun en  Grafique 3)

 tabla.la de  tiempode instantes mismos losen 
evaluarlasdebecurvaslasque Note Logística.
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OTRA APLICACIÓN DEL OTRA APLICACIÓN DEL 
MODELO LOGÍSTICO:MODELO LOGÍSTICO:

• Unos biólogos abastecieron un lago con 400
peces y estimaron la capacidad de soporte (la
población máxima para los peces de esa
especie en ese lago) en 10.000. La cantidad de
peces se triplicó en el primer año.

• Construya una curva logística de crecimiento.y g
• ¿Cuánto tiempo debe transcurrir para que la

población se incremente a 5.000?.población se incremente a 5.000?.
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Ley de Ley de TorricelliTorricelliyy
• Si agua (u otro líquido) drena de un tanque, se

espera que el flujo sea mayor al principio
(cuando la profundidad del agua es máxima) y
disminuya poco a poco a medida que disminuye
el nivel del agua.

• ¿En cuánto tiempo se drena por completo un
tanque?.q

• ¿Cuánta agua debe contener un tanque a fin de
garantizar cierta presión de agua mínima paragarantizar cierta presión de agua mínima para
un sistema de aspersión?.
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Ley de Ley de TorricelliTorricelli: Modelo Matemático: Modelo Matemáticoyy

fondoelen áreadeorificioun por sale agua el Si
 t.instante elen   tanqueelen  agua de volumen ely  altura la y Sean 

a
V(t)h(t) 

sea,olíquido,decúbicasunidadesdesalidaunaaequivaletanque
elen  volumen de n disminució una lado, otroPor  .2por  dada

 está salida de  velocidadla que establece Torricelli deley  la  tanque,del
pg

dtva
dVhgv

⋅⋅
⋅⋅=

  general,en  que, Note gravedad. den aceleració la es  dondeen 

,2 :cual lo departir A  .

sea,olíquido,decúbicas unidadesdesalidaunaaequivale tanque

g

hga
dt
dVdtv-adV

dtva

⋅⋅−=⋅⋅=

 lado, otroPor  .)( sea, o ,)()(

:por dada está   tanquedel al transversárea el  altura una a

0

dhdhdVdV

hA
dh
dVduuAhV

A(h)h
h

== ∫

2)(

:ldiferenciaecuación  siguiente la satisfacer

 debe agua de  altura la  tanto,loPor  .)(

hdhhA

h
dt
dhhA

dt
dh

dh
dV

dt
dV

⎪⎧

⋅=⋅=

 tanque.elen  líquido de inicial altura : 
,)0(

2)(

0

0

h
hh

gha
dt
dhhA

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=
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Solución de la Ecuación de Solución de la Ecuación de TorricelliTorricelli
para Diferentes Geometríaspara Diferentes Geometríaspara Diferentes Geometrías.para Diferentes Geometrías.

: radio de Cilindro R NOTE QUE EN LA EXPRESIÓN QUE SE 
OBTUVO PARA LA ESFERA NO ES

: radio de Esfera

.
2

:);(2 2
2/1 =+−=

R
R

ga
CctCh

π

OBTUVO PARA LA ESFERA  NO ES 
POSIBLE DESPEJAR LA FUNCIÓN 
INCÓGNITA : h. 
EN ESTE CASO, SI DADO EL TIEMPO: t, 
SE DESEA CALCULAR: h, SERÁ 
NECESARIO RECURRIR A UN MÉTODO

:alturayradiodeCono

).(2
5
2

3
4 2/52/3 +−=−

HR

ctgahRh
NECESARIO RECURRIR A UN MÉTODO 
NUMÉRICO, COMO POR EJEMPLO EL 
MÉTODO DE NEWTON.
ESTE CASO MOTIVA EL USO DE 
MÉTODOS NUMÉRICOS VINCULADOS A 

Ó

.)/(,
2

);(
5
2

: alturay   radio de Cono

22/5 ==+−= HRB
B

ga
DctDh

HR

π

LA SOLUCIÓN DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES.

ely gravedad,den aceleració la  n,integració
de constante la denota  :anteriores casos 3 losEn 

ag
c

0)0(di ióli i d
única manera de adeterminad queda  constante La

agua. el sale dondepor  basal orificio del área
ygg

>hh
c

g
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Ley de Ley de TorricelliTorricelli
Tanque CilíndricoTanque Cilíndrico

• Se tiene un tanque cilíndrico de 6 pies de altura y radio• Se tiene un tanque cilíndrico de 6 pies de altura y radio
igual a 2 pies, el cual está inicialmente lleno de agua. En
su base tiene un orificio circular de radio igual a 1su base tiene un orificio circular de radio igual a 1
pulgada. Puede usar g=32 pie/s2 .

• Determine la función h(t).( )
• Grafique la función h(t).
• Calcule el tiempo necesario para que el tanque se vacíep p q q

por completo.
• ¿Después de cuánto tiempo el tanque está hasta la

mitad de agua?.
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Ley de Ley de TorricelliTorricelli
Tanque EsféricoTanque Esférico

• Se tiene un tanque esférico de radio igual a 2 metros el• Se tiene un tanque esférico de radio igual a 2 metros, el
cual está inicialmente lleno de agua. En su base tiene un
orificio circular de radio igual a 1 cm. Puede usar g=10orificio circular de radio igual a 1 cm. Puede usar g 10
m/s2 .

• Determine la función h(t).( )
• Grafique la función h(t).
• Calcule el tiempo necesario para que el tanque se vacíep p q q

por completo.
• ¿Después de cuánto tiempo el tanque está hasta la

mitad de agua?.
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