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. QUE ES LA INGENIERIA?

Arte profesional que consiste en
aplicar la ciencia a la conversion
optima de los recursos naturales en
usos para la humanidad.

(Enciclopedia Britannica Compacta)
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HACER INGENIERIA
SIGNIFICA:

CONCEBIR sistemas o productos.
DISENAR sistemas o productos.
IMPLEMENTAR sistemas o productos.

OPERAR sistemas o productos.
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SISTEMA: CONJUNTO DE PARTES Y SUS
INTER RELACIONES.

Teoria General de Sistemas, Ludwing von Bertalanffy, 1968.
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MODELO:
ANALOGO CONCEPTUAL.

(Bertalanffy)

MODELO MATEMATICO:
ANALOGO CONCEPTUAL MATEMATICO.




Curriculum Matematico

» Algebra, Algebra Lineal.

» Calculo.

 Ecuaciones Diferenciales.

* Analisis Numerico.

» Estadistica y Probabilidades.
* Optimizacion.

* Investigacion de Operaciones.
 Matematicas Discretas.
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MATEMATICAS APLICADAS

MATEMATICAS | MATEMATICAS
APLICADAS

MUNDO REA

ESTUDIO DE PROBLEMAS CIENTIFICOS / INGENIERIA UTILIZANDO
METODOS QUE SON DE INTERES MATEMATICO
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INGENIERIA MATEMATICA

MATEMATICAS [ INGENIERIA INGENIERIA

MATEMATICA

Dar solucién a problemas provenientes de los sectores productivos, de servicio o académicos,
mediante la aplicacion de métodos matematicos, estadisticos, numéricos y computacionales.
(Depto. de Ing. Matematica, UCO)
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National Academy of Sciences, USA

“High Technology
IS
Mathematic Technology”
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PROCESO DE MODELACION

DATOS

EXPERIMENTALES [

EXPERIMENTO

ENTIDAD
MEDIBLE

»y MODELO

DATOS

| simuLADOS

REALIDAD
VIRTUAL

MATEMATICO
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1 SIMULADOR
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PROCESO DE MODELACION

SIMULADOR

OBTENER SOLUCION

» * CUALITATIVA

MODELO MATEMATICO

* ANALITICA
* NUMERICA

MODELO CONCEPTUAL

* LINEAL / NO LINEAL

1 * DETERMINISTICO

* ESTOCASTICO
* CONTINUO / DISCRETO

ENTIDAD MEDIBLE
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"| * FISICA

* QUIMICA
* BIOLOGIA
* CIENCIAS DE LA ING.
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CONSTRUIR UN
MODELO MATEMATICO

CONSTRUIR f tal que Y=f(x)

EIP-1130
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EJEMPLO 1: RELACION FUNCIONAL.

X=(S,n,8,Q) —| f |— vy=H

S1l2 (B*H)5l3 — n*Q*(B+2*H)2/3

S: Pendiente
n: Coef. De Rugosidad de Manning
B: Ancho
H: Altura
Q: Razén de Flujo




EJEMPLO 2: ECUACION DIFERENCIAL.

P p : Vector de Parametros
X,: Condicion Inicial.

= | X°(t)=f(t,x) ;
x(0)=x, | ostsT X
Fisica, Quimica, Biologia,... Ley de Enfriamiento de Newton
Algebra Lineal
Calculo T'(t)=-k(T-Ta),k>0
Meétodos Numeéricos T(0)=To

Teoria Cualitativa EIP-1130 14



EJEMPLO 3: REGRESION LINEAL.

DATOS
{(x;,y;) ; iI=1,...,n}

X {F(x)=mx+b[—— Y=mx+b+e
e~N(0,02)
ANALISIS DE VARIANZA INFERENCIA

Explicar la Variabilidadr-11:0  Muestra—Poblacién
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EJEMPLO 4

-y

y=f(x)
xXeRF

(X45X55..4,X,)

X=

(x4, Xp,-.-5X,,)

s.a.
(x4, X5,...,X,) € RF

imizary

Max
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MODELOS LINEALES

Ecuacion de la Recta: y=mx+D.
Sistema de Ecuaciones Lineales: Ax=Db.
EDO Lineal (sélo una estructura):

— Orden 1: y'(x)=m(x)y(x)+b(x).
— Orden 2: y”(x)=a(x)+b(x)y(x)+c(X)y’(x).

— Orden 1: y'=my?+b, yy’=1, etc...
— Orden 2: y”’(x)=a(x)+b(x)y2(x)+c(x)(y’'(x))"?, etc...
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EDO LINEAL DE ORDEN 1

Y px)y=Q(x
dx
y(xo) = Yo

L asolucionobtenida:

Seal (X) = exp(_[ P(x)dx), parael cual secumple| |y(x)=1 —1U| .de+c]

guel'=1-P.Multiplicandolaecuacionoriginal | |sedenominaSolucion Analiticao Exacta
por | seobtiene: L amentableanente, | os casos en que es posible
, obtener una Solucion Exactason bastante
y+Py=Q.../- 1 .y ,
restringidos. Por estarazén serecurrecon
ly+(IP)y=1Q....../usando!’= IP frecuenciaa SolucionesNuméricaso
ly+1'y=1Q Aproximadas.

(ly)'=1Q...../integrando
1 (X)y(X) = j | (X)Q(X)dx+c,ce R
Y(¥) =1 (L[ 1(09Qx)dx-+].

Paradeterminarlaconstantedeintegracion c se
. . EIP-1130 18
aplicalacondicioninicial y(x,) = Y,.




FENOMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO
LINEAL DE ORDEN 1

Caso 1: Crecimiento Exponencial

« LEY: |la tasa de (de) crecimiento es
directamente proporcional al tamano de la
poblacion.

- MODELO MATEMATICO:
— P’=k*P, P(0)=Po.

- SOLUCION ANALITICA:
— P(t)=Po*exp(kt).
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...cont...Caso 1: Crecimiento Exponencial...

 Ejemplo 1. La poblacion de un pueblo
crece a una tasa proporcional a la
poblacion presente en el tiempo t. La
poblacion inicial de 500 personas se
incrementa 15% en diez anos. ;Cual sera
la poblacion en 30 afos?. ; Qué tan rapido
esta creciendo la poblacion en t=307.
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FENOMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO
LINEAL DE ORDEN 1

Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton

 LEY: la rapidez con que cambia la temperatura
de un cuerpo es proporcional a la diferencia
entre la temperatura del cuerpo y la temperatura
ambiente.

+ MODELO MATEMATICO:
— T°(t)=k(T(t)-T, ), T(0)=T, , k<O.

— Enfriamiento: T _<T(t)<T,.
— Calentamiento: T, <T(t)<T,,.

- SOLUCION ANALITICA:
— T(t)=T +(T,-T. )exp(kt);t=0.
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...cont...Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton...

 Ejemplo 1. Se toma un termometro de
una habitacion donde la temperatura es
de 70°F y se lleva al exterior donde la
temperatura del aire es de 10°F. Despues
de medio minuto el termometro marca
50°F. ;Cual es la lectura del termometro
en t=1 minuto?, ,;Cuanto tarda el
termometro en alcanzar 15°F?.
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...cont...Caso 2: Ley de Enfriamiento de Newton...

 Ejemplo 2. Dos recipientes grandes A y B del mismo
tamano se llenan con diferentes liquidos. Los liquidos de
los recipientes A y B se mantienen a 0°C y 100°C,
respectivamente. Una barra metalica, cuya temperatura
inicial es de 100°C, se sumerge en el recipiente A.
Despues de un minuto la temperatura de la barra es de
90°C. Transcurridos dos minutos se retira la barra y se
transfiere de inmediato al otro recipiente. Despues de

permanecer un minuto en el recipiente B la temperatura

de la barra aumenta 10°C. ;Cuanto tiempo, desde el
Inicio del proceso, tarda la barra en llegar a 99,9°C?~.
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PRACTICA ADICIONAL. SOLUCION ANALITICA
DE EDO LINEALES DE ORDEN 1.

ResuelvalassiguientesEDO linealesdeorden .

y+y=€e"* P'+2tP = P+ 4t -2
V'+12xy = X° ['+r secé = cosé
X“Y'+Xxy = x+1 (Xx+2)°y'=5-8y—4xy
Xy'+4y = X — X Li't)+ Ri(t)=E
(cosxX)y'+(snxX)y=1| (x+D)y+y=Inx

EIP-1130 24




FENOMENOS QUE SE MODELAN CON UNA EDO
LINEAL DE ORDEN 1

Caso 3: Fechado con Carbono

 Vida Media: la Vida Media de una sustancia
radiactiva se define como el tiempo que tarda en
desintegrarse, o transmutar en atomos de otro
elemento, la mitad de una cantidad inicial.

 Ejemplo: La vida media del radio altamente
radiactivo Ra-226 es aprox. 1700 anos, esto es,
en este tiempo la mitad de una cierta cantidad
inicial transmuta en radon.

* Problema: modelar la cantidad de sustancia
radiactiva que aun no se ha desintegrado.

3/ABRIL/2012 EIP-1130 25



...cont...Caso 3...Modelo Matematico...

Sea A(t) la cantidad de material que no se
ha desintegrado.

Sea A(0) la cantidad inicial de material.

Ley: |a tasa de desintegracion es
proporcional a la cantidad presente sin
desintegrar.

Modelo Matematico: A'=kA, A(0)=A,.
Solucion Analitica: A(t)=A(0)*exp(kt).
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Ejemplo 1: Fechado con C-14.

« Se encuentra que un hueso fosilizado
contiene una milésima de la concentracion
C-14 que se encuentra en la materia viva.
Estime la edad del fosil. Recuerde que la
Edad Media del C-14 radiactivo es igual a
5600 anos aprox.

e ldea:
(1/2)A(0)=A(5600), y A(t)=(1/1000)A(0).
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Complemento: Reduccién de Orden (1)
(Solucién Analitica)

 Una esfera con radio 1m tiene una T° de
15°C. Esta dentro de wuna esfera
concentrica con radio 2my T°: 25°C. La T°
a una distancia r. T(r), desde el centro
comun de las esferas satisface Ia
ecuacion diferencial: T”+(2/r)T’=0.
Resuélvala a fin de hallar una expresion
para: T(r), entre las esferas. Ayuda: haga
el cambio de variables S(r)=T'(r).
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Complemento: Reducciéon de Orden (2)
(Solucién Analitica)

* Ecuacion de Bernoulli (No Lineal).
—y’+P(x)y=f(x)y", n: numero real
arbitrario.

— El cambio de variable: u=y'" | reduce la
ec. de Bernoulli a una lineal. n#0,1.

—Resuelva: xy’+y=x2y?.
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Complemento: Reduccion de Orden (3)
(Solucién Analitica)

* Ecuacion de Riccatti (No Lineal).
—y’=P(x)+Q(x)y+R(x)y?.
—Se conoce una solucion: w=w(Xx).

— El cambio de variable: y=w+u, reduce la
ec. de Riccatti a una de Bernoulli con
n=2.

— Resuelva: y’=-(4/x2)-(1/x)y+y?, con
w(Xx)=2/x.
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Complemento: Reduccion de Orden (4)
(Solucién Analitica)

* Ecuacion de Riccatti (No Lineal).
—y’=P(x)+Q(x)y+R(x)y?.
—Se conoce una solucion: w=w(Xx).

—El cambio de variable: y=w+1/u, reduce
la ec. de Riccatti a una ecuacion de
primer orden.

—Resuelva:  y’=-(4/x?)-(1/x)y+y?, con
w(Xx)=2/x.
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Ejercicios Adicionales (1)

1. Resuelva

1.1) (x+e’)y'=xe? -1

1.2) 3xy°y'=3x" + y°

1.3) xy'+6y = 3xy *’°

1.4) y'=y+y’

1.5) y*(xy'+y)(1+ x*)"* = x
1.6) X(X+ y)y+y(E8x+y)=0
L7)xy'=y+2(xy)
1.8) xy°y'= x>+ y°

EIP-1130
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Ejercicios Adicionales (2)

1. Demuestrequelasustitucion : v = ax+ by + c, transformala
ecuaciondiferencid : y'= F (ax+ by + ¢), en una ecuacion separable.
2. Demuestrequelasustitucion :u =Invy, transformalaecuacion
diferencid : y'+P(x)y = Q(x)yIny, en una ecuacionlineal.
3.Resolver: xy'—4x°y+2yIny=0.

4. Resolver: y'= 2= y_l.Haga: X=u+h, y=v+Kk,conhyk
X+y+3
el egidos adecuadamente.

5.Sesabeque: y, = X, essolucidn de ambasecuaciones Se pide
resolverlas: y'+y° =1+ X°, y+2xy =1+ X* + y°.
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MODELOS NO LINEALES
DE ORDEN 1

1) Modelo Logistico.
2) La Clepsidra o Reloj de Agua.

EIP-1130
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MODELO DE CRECIMIENTO POBLACIONAL:
LA ECUACION LOGISTICA

 Si los recursos son limitados la velocidad
de crecimiento relativa al tamano de la
poblacion podria ser decreciente.

* Si se considera la forma mas simple de
decrecimiento, esto es, una forma lineal,
se obtiene el modelo logistico de
crecimiento poblacional, esto es,
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CURVA LOGISTICA

MOTIVACION

dP
Tdt= k(a—bP), 6,

P wP(a-bP). 6
dt

a = kP (1- %), en donde,

dt
K esla Capacidad de Soporte, esto es,

el maximo numero de individuos que €l
ambiente es capaz de sostener en €l largo
plazo.

ECUACION LOGISTICA

P -y
dt K
P(O) — I:)o

EIP-1130

SOLUCION ECUACION LOGISTICA

K

P(t) =
®) 1+ Ae

t >0, con

—kt !
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CRECIMIENTO
NATURAL V/S LOGISTICO

 En la década de 1930 el bidlogo G.F.Gause realizé un
experimento con el protozoario Paramecium. En la tabla
se da la cuenta diaria de la poblacion de protozoarios.
Estimo la rapidez de crecimiento inicial como k=0.7944 vy
la capacidad de soporte como K=64.

* Encuentre los modelos exponencial y logistico para los
datos de Gause. Compare los valores predichos con los

valores observados. Comente. Note que P(0)=2.

Georgii Frantsevich Gause (Russian: December 27, 1910-May 4, 1986), was
a Russian biologist who proposed the competitive exclusion principle, fundamental to the science
of ecology. He would devote most of his later life to the research of antibiotics (Wikipedia).
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DATOS EXPERIMENTALES

(Gause, 1930)

t [dias] P [experimental] t [dias] P [experimental]

0 2 9 76
1 3 10 69
2 22 11 51
3 16 12 57
4 39 13 70
5 52 14 53
6 94 15 59
7 47 16 o7
8 50

EIP-1130
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EJECUTE LAS SIGUIENTES ACTIVIDADES:

1) Verifigue quela Curva de Crecimiento
Natural o Exponencial esta dada por :
P(t) =2e>™ t > 0.

2) Verifigue quelaCurvade Crecimiento

L ogistico esta dada por :
64
P(t) = 1_|_ 31e—0.7944t ’t 2 O

3) Grafigue en un mismo plano P v/st :losdatos
experimentales, la Curva Natural, y laCurva
Logistica. Note que las curvas debe evaluarlas
en los mismosinstantes de tiempo dela tabla.

EIP-1130
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Mro. de Protozoarios

120

DATOS EXPERIMENTALES DE GAUSE (1938) V/S MODELOS EXPONENCIAL'Y LOGISTICO

EIP-1130

a 10 12 14
f[dia]
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OTRA APLICACION DEL
MODELO LOGISTICO:

 Unos bidlogos abastecieron un lago con 400
peces y estimaron la capacidad de soporte (la
poblacion maxima para los peces de esa
especie en ese lago) en 10.000. La cantidad de
peces se triplico en el primer ano.

» Construya una curva logistica de crecimiento.

« ¢;Cuanto tiempo debe transcurrir para que la
poblacion se incremente a 5.0007.
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Ley de Torricelli

« Si agua (u otro liquido) drena de un tanque, se
espera que el fluyo sea mayor al principio
(cuando la profundidad del agua es maxima) y
disminuya poco a poco a medida que disminuye
el nivel del agua.

« ¢,En cuanto tiempo se drena por completo un
tanque?.

« ¢;Cuanta agua debe contener un tanque a fin de
garantizar cierta presion de agua minima para
un sistema de aspersion?.

EIP-1130 42



Sean h(t) y V(1) laaturay € volumen deaguaen el tanqueen € instantet.
Si €l aguasalepor un orificiodeareaaen el fondo
del tanque, laley de Torricelli establecequelavelocidad desalidaesta

dada por v=,/2-g-h.Por otrolado, una disminucion dV devolumenen €
tanque equivale a una salida de a - v- dt unidades cubicasde liquido, o sea,
dV =-a-v-dt. A partir delo cual :Z—Y:—aw/z- g-h,

en donde g esla aceleracion de gravedad. Note que, en general,
aunaalturah el areatransversa del tanque A(h) esta dada por :

V (h) = .[Oh A(u)du, o sea, z—\r/] = A(h). Por otrolado,

dv _dVv dh
dt dh dt
satisfacer lasiguiente ecuacion diferencid :

A(h)% =—a,/2gh
h(0) = h,
h, : aturainicial deliquido en el tanque.

= A(h) % Por lo tanto, laalturah deagua debe

EIP-1130

Ley de Torricelli: Modelo Matematico
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Solucién de la Ecuacion de Torricelli
para Diferentes Geometrias.

Cilindro deradio R:

2h"? = —C(t+c);C = ! 229 .
7ZR

Esferaderadio R:
2

thB’z—ghE”2 =—a,/2g(t+c).

Conoderadio Ry alturaH :

§h5/2 :_D(t+c);D:a—VBzg,B:7[(R/H)2.

En los 3 casos anteriores : ¢ denota la constante de
integracion, g laaceleracion degravedad, y a €l
areadel orificio basal por donde sale el agua.

L a constante ¢ gueda determinada de manera Unica
iImponiendo la condicion h, = h(0) > 0.

EIP-1130

NOTE QUE EN LA EXPRESION QUE SE
OBTUVO PARA LA ESFERA NO ES
POSIBLE DESPEJAR LA FUNCION
INCOGNITA : h.

EN ESTE CASO, SI DADO EL TIEMPO: t,
SE DESEA CALCULAR: h, SERA
NECESARIO RECURRIR A UN METODO
NUMERICO, COMO POR EJEMPLO EL
METODO DE NEWTON.

ESTE CASO MOTIVA EL USO DE
METODOS NUMERICOS VINCULADOS A
LA SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES.
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Ley de Torricelli
Tanque Cilindrico

Se tiene un tanque cilindrico de 6 pies de altura y radio
igual a 2 pies, el cual esta inicialmente lleno de agua. En
su base tiene un orificio circular de radio igual a 1
pulgada. Puede usar g=32 pie/s?.

Determine la funcion h(t).
Grafique la funcion h(t).

Calcule el tiempo necesario para que el tanque se vacie
por completo.

;. Despues de cuanto tiempo el tanque esta hasta la
mitad de agua?.
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Ley de Torricelli
Tanque Esfeérico

Se tiene un tanque esférico de radio igual a 2 metros, el
cual esta inicialmente lleno de agua. En su base tiene un
orificio circular de radio igual a 1 cm. Puede usar g=10
m/s? .

Determine la funcion h(t).
Grafique la funcion h(t).

Calcule el tiempo necesario para que el tanque se vacie
por completo.

;. Despues de cuanto tiempo el tanque esta hasta la
mitad de agua?.
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